TD n°6: Fonctions spéciales

Analyse complexe 2025-2026, Thomas Serafini
tserafini@dma.ens.fr

Les exercices marqués d’un £9% sont a faire en priorité, ceux marqués d’un &2t sont des exercices complémen-
taires, a faire pour aller plus loin.

Fonctions elliptiques

Dans toute cette partie, on fixe un réseau A C C.
Exercice 1. L’équation différentielle satisfaite par p.

On pose, pour n > 2, la quantité :
1
Gn(A) = E v

AeA\{0}

1. Démontrer que le développement au voisinage de 0 de p est

p(z) = z% + i(?n +1)Gania(A)2*".

n=1

On sait déja que

1 1
p(2)=22+zm—ﬁ

A£0

fl) =Y ﬁ ~ % = (2n+1)Gany2z™".

n=1

Pour ce faire, il suffit de calculer les dérivées successives de f. On a f(0) =0, et pour n > 1 :

[ = 3 E e+ 1

. n—+2
WS (z—A)

r(n)
En évaluant en 0, on trouve frib,(()) = (=1)"(n + 1)Gp12(A), qui est nul si n est impair et on obtient

donc le résultat attendu.
2. En déduire que p satisfait ’équation différentielle
0 (2)? = 4p(2)® — 60G4(A)p(z) — 140Gg(A).

11 suffit de calculer les 6 premiers termes du développement en série de Laurent en 0 de chaque coté. En
effet, la fonction @2 — 493 — 60G,p — 140G est A-périodique et n’a pas de podles hors de A, donc si elle

Au travail :

2 . -
*2*3 + 6G4z + 20G623 + O(ZO)

1
pz) =5+ 3G42% + 5Ge2t + O(2°).
z

On trouve donc

424G
p% = — — =% —80Gs + O(2?)
z z
1 9G
z z

TMerci a4 Hadrien et Louise pour ce phoque et ce raton-laveur en Tikz.



Il en découle que

60G
% — 43 = — > 1 140G + O(22)
et puisque p = % + O(2?), on trouve que 60G4p + 140G = 62# + 140G + O(z?) et par conséquent
560G
©? — 49> + —2 + 140G = O(2?)

22
et cette fonction est donc constante a 0.
Exercice 2. Uniformisation des courbes elliptiques.

1. En appliquant le principe de ’argument & un contour bien choisi, démontrer que pour a € C, la fonction

p—a a exactement deux zéros (avec multiplicités) modulo A et en déduire que p(z) = p(w) si et seulement
si z = 4w mod A, et que p est surjective.
Comme contour bien choisi, on prend un parallélogramme fondamental du réseau décalé de sorte a ce
que ses cdtés ne rencontrent aucun zéro ou pdle de p — a, et on trouve par le principe de 'argument que
le nombre de zéros de p — a dans un tel parallélogramme est égal au nombre de poles avec multiplicité.
Comme o — a n’a qu'un pole d’ordre 2 en chaque point de A (et donc un seul dans le parallélogramme
choisi), d’ott p — a a exactement deux zéros avec multiplicité. La surjectivité en découle immédiatement.
De plus, si 2w ¢ A, la parité de p assure que z — o(z) — p(w) a comme seuls zéros z et —z modulo A. Si
2we A, ona g (w)=0car w=—w mod A et ¢ est impaire, donc z — p(z) — p(w) s’annule a 'ordre
2 en w.

2. Soit f une fonction A-périodique avec un pdle d’ordre 3 en 0 et aucun autre pole. Démontrer que f a
trois zéros avec multiplicités modulo A. Dans le cas f = ', expliciter ces zéros.
On applique le principe de 'argument de la méme maniére que dans la question précédente. Si wy,ws

sont une base du réseau, alors g’ s’annule en 9L, %2 @1t@2 qyj sont distincts modulo A.

29 2 2 )
3. On définit Ep C C? par
Ex = {(z,y) € C? 1 y* = 42® — 60G4(A)z — 140G (A)}.

Démontrer que z — (p(z), p’'(2z)) définit une bijection de C/A \ {0} vers Ej.
Commencons par Pinjectivité : supposons que p(z) = p(w) et ©'(2) = ¢'(w). On a par la premiére
question que z = +w mod A et donc soit z = w mod A, soit on a '(z) = p'(w) = —p'(2) = 0.
L’annulation de @’ en z implique que 22 € A, ce qui implique que z = —2 mod A et donc z = w mod A.
Voyons a présent la surjectivité : soit (z,y) € Ej : il existe z tel que p(z) = z. L’équation différentielle
assure alors que p'? = 423 — 60G,x — 140G, donc @' (2) = +y. Quitte & changer z par —z, on peut donc
avoir ©'(z) = y.
Exercice 3. Le théoréme d’addition.

1. Soient f une fonction A-périodique avec un pole d’ordre 3 en 0 et aucun autre pole, a, b, ¢ les trois zéros

de f distincts modulo A. En intégrant zf’/f sur un contour bien choisi, démontrer que a + b+ ¢ € A.

On choisit pour contour C' le bord d’un parallélogramme fondamental du réseau, décalé de sorte a ce
qu’il ne passe par aucun zéro ou podle de f. On trouve

1 f'(2)
— | 2L

. On décompose alors le contour selon ses quatre cotés : ce sont les segments [a,a + wi], [a + w1,a +
w1 + wa,[a + wi + wa, a + ws] et finalement [a + wa, a]. En regroupant les cotés opposés, on trouve :

PR, [ PR, [T fE) e pe) e pE)
/czf(z)dz_/a T ” /+ 72" */W i) / Ok

La premiére différence donne

atwi f/(Z) B a+w1+wzzf/(z) L (l+w1zf/(z) - atwi e f/(Z) ;
[fae L., ot e vy

[T )
= —wg/a 72 dz.

dz=a+b+c




Un changement de variable u = f(z) donne que f:+wl j]:((zz)) dz est Dintégrale de 2% le long du lacet donné

par t — f(t) sur [a,a+w1], d’ol cette intégrale est un multiple entier de 2iw. En raisonnant similairement
pour l'autre intégrale, on trouve

L[ f(2)

dz = — €A
%um sz(z) z TNow1 niwsg

2. Soient z,w € C tels que ni z, ni w, ni z + w n’appartiennent & A. En appliquant le fait précédent a
g — Ap — B pour A, B bien choisis, démontrer que

L p(2) ¢ (2)
det |1 p(w) o (w) =0.
L op(z+w) —¢p'(z+w)
Soient A, B complexes tels que p'(2) — Ap(z) — B = 0 et p'(w) — Ap(w) — B = 0. En appliquant le
résultat de la question précédente a la fonction ' — Ap — B, on trouve que ' — Ap — B a trois zéros
a,b,c modulo A et que a +b+ c € A. Comme z,w sont déja deux zéros distincts, le dernier zéro est
nécessairement —z — w, et par conséquent ¢'(—z — w) — Ap(—z —w) — B =0.

Fonctions Gamma et digamma

Exercice 4. La fonction digamma.
On définit la fonction (s) = dlogI'(s) = 1;(—(;)) méromorphe sur C.

1. Démontrer que v satisfait les équations fonctionnelles ¢(s+1) = 1h(s)+ 1 et ¢(s) —¢(1—s) = —7 cot(ms).
On part des équations I'(s + 1) = sI'(s) et I'(s)['(1 — s) = S(msy On utilise ensuite I'additivité de la
dérivée logarithmique et le fait que dlog(s) = 1/s, dlogsin(ws) = 7 cot(ms).

2. A l'aide de la formule du produit pour la fonction I', démontrer que

1 1 1
o=+ 2 (1)

On aurait envie d’écrire
s s
logI'(s) = —vs — log(s (771 (1 f))
ogI'(s) vs — log(s) +n§>1 o log {1+~

au moins pour R(s) > 0 (méme pour s ¢ Rep). Meéme si on n'est pas certain que cette fonction soit
effectivement donnée par s +— log(I'(s)), elle est un logarithme de I' (son exponentielle fait clairement
I'). Les différents logarithmes de I" possibles différent de constantes qui disparaitront quand on dérivera.
11 suffit alors de prendre la dérivée terme a terme (ce qu’on peut faire car la somme converge localement
uniformément, ainsi que la somme des dérivées). On obtient alors

1 1 1
¢(5>“7‘S+Z(n‘n+s>'
n=1

3. Démontrer que le développement en série entiére de ¥ au voisinage de 1 est donné par

Y(l+s)=—y+ Z(—l)"“((n +1)s™.

n>1
Il s’agit simplement de calculer ¢(™(1). Clairement, 9)(1) = —v car la série se télescope.
En dérivant terme a terme, on peut établir, pour k > 1
kl(—1)k+1 kl(—1)k+1
kTl (s + n)F+1

n=1

En évaluant en 1, on trouve 1) (1) = (=1)**kI¢(k + 1), ce qui conclut.



Exercice 5. La formule de duplication.
Démontrer que

2log(2) +(s) + ¢ <s + %) = 21)(2s)

et en déduire que
2s—1

P(@s) = = =TT (s—|— %) .

On va utiliser la série pour ¥ donnée dans l’exercice précédent. On a :

1 1 2 2 2 2
5 ST R VR z _
¢(5)+¢<‘5+ 2) 2 s 25+1 +T;1<n 2n—|—25 27’2/+1+2S>

On écrit astucieusement

2 2 2 2 2

n_2n+2n+1+27n72n+1'

On trouve alors

2 2 2 2 2 2 2
Z<n_2n+25—2n+1+28> N Z (m_m—i—25>+nz>:l<2n_2n+l>'

n>1 m>=2

En ajoutant le terme § — 555 — 2 on obtient :

1 2 2 2 2 2
e (e ) om0 T (20 220) e 5 (2 )

m=>1 n>=

= 1)(2s) — 2log(2).

On déduit de ceci que T ar ) gffgﬁ iy est constante, car sa dérivée logarithmique est nulle. En évaluant en s = %,
S S 3
. : : rw 1
on trouve que la constante en question est R OO

Fonction zéta et séries de Dirichlet

On définit la fonction ¢ par

()= .

n>1

Elle définit une fonction holomorphe sur le demi-plan f(s) > 1.

Exercice 6. Le produit eulérien.
On démontre I'égalité

¢ =] —

— p—s
Plp

ou le produit porte sur les nombres premiers. Pour x > 0 réel, on note S, ’ensemble des nombres entiers
naturels dont tous les facteurs premiers sont < x.

1. Démontrer que pour = > 0 réel, ®(s) > 1, on a
1 1
—sk
L\ X2 = X <X
p<z \ k<M neS, nL2M n>2M

Pour n nombre entier, p premier, on note v,(n) la plus grande puissance de p qui divise n. On développe
explicitement

I{Xr)- ¥ Ire- ¥ -

p<z \k<M (kp)p<akp<M P nESy v (n) <M



Un terme de la forme # apparait dans cette somme si et seulement si n est un produit de nombre premiers
tous < z et vérifie v,(n) < n. En particulier, tous les éléments de S, inférieurs a 2M apparaissent dans
cette somme. En effet, si n € S, et n n’apparait pas dans la somme, il existe un p < x qui divise n a
une puissance > M : en particulier, n > p™ > 2™ 1l s’ensuit que

ok 1 1
{2 > - o
n ns
p<x \ k<M neS, n2M nESg,vp(n)<M,n>2M
est une somme de % avec seulement des n > 2M. On borne trés généreusement

1 1 1
> | < 2. R S 2 e

n€Sy,vp(n)<M,n>2M n€Sy,vp(n)<M,n>2M n>2M

. En déduire que

pszT
Le produit sur les p est fini, on peut faire tendre M — oo pour obtenir I’égalité : d’une part
() =iy
1 _ p—S
p<x \ k<M p<®
et d’autre part

1 1
Z E_> E.

neSy,n2M neSy

. Démontrer a 'aide de cette formule que

1 1
I[[—— << 55
p<T 1= p n>x )

et en déduire la formule du produit eulérien pour C.
Méme principe que plus t6t, mais cette fois-ci on observe que

1 1
2. ns ns
n>1 nesSy

ne contient que des termes de la forme 1/n° avec n > x car tout nombre entier < x est divisible par un
nombre premier < z. On borne encore une fois généreusement

1 1 1 1
ZE_ ns <Zn%(s)<zn§n(s)'

n>1 neS, n¢Sy n>x

Ce dernier terme étant le reste d’une série convergente, il tend vers 0 quand = — co et on obtient donc

1 1
==+

P n>1



4. Dans le méme esprit, fixons f : Z>; — C est une fonction totalement multiplicative, c’est-a-dire que
f(mn) = f(m)f(n). On suppose également que

f(n

converge absolument pour R(s) > . Démontrer que

n>=1

pour R(s) > oy.
La preuve est mutatis mutandis exactement la méme que ci-dessus.

Exercice 7. La dérivée logarithmique de (.
On définit la fonction A de Von Mangoldt par

An) log(p) n = p”* avec p premier
n) = .
0 sinon

Démontrer que pour R(s) > 1, on a

() _ N~ A
LR

On définit la fonction A de Von Mangoldt par

An) log(p) n = p”* avec p premier
n) = )
0 sinon

Comme avec 1 (cf exercice ?77), on a
log (s E log(1 —

et on sait aussi qu’'on a pas de multiple de 2iw ajouté car ¢ envoie R~ dans R~y. On peut alors dériver terme

a terme, et on a
¢(s) _ 10g log
oI IR =P 3) Dl

p p k=1

On vérifie sans encombre que cette derniére série est précisément

A(n
>

n>1

Exercice 8. L’anneau des séries de Dirichlet.
Formellement, 'anneau des séries de Dirichlet est 'anneau des suites de nombres complexes muni de la con-

volution arithmétique :
(a * b)n = E adbn/d.
d|n

On dit qu’'une série de Dirichlet est convergente s’il existe o € R tel que la série réelle Zn>1 % converge.
1. Démontrer que la convolution arithmétique est commutative, associative, a pour unité la série de Dirichlet
formelle associée a (1,0,0, ...) et distributive sur 'addition.
On peut réécrire la convolution arithmétique comme (a*b),, = > de—n Gabe, ce qui rend la commutativité
évidente. La distributivité sur ’addition est directe car

(ax(b+c)), = Z aq(be + c.) = Z agbe + Z aqCe.

de=n de=n de=n



Un rapide calcul montre que la convolution avec (1,0,0,...) est I'identité. Reste lassociativité :

((axb)xc), = Z (Z aubﬂ> Ce = Z aybyce = Z Qy, <Z bvce> =(ax(bxc))n.

de=n \uv=d uve=n uw=n ve=w

. Démontrer qu'une série de Dirichlet convergente définit une fonction holomorphe dans un demi-plan
supérieur R(s) > o.

St ‘Z'Zl converge, alors la série >
fonction holomorphe sur R(s) > o.

an
n=1 ns

converge normalement sur R(s) > o et définit donc une

. Démontrer que deux séries de Dirichlet convergentes définissent la méme fonction si, et seulement si elles
sont, égales.
On se raméne a démontrer que

an
> =0

n=1

pour R(s) >> 0 seulement si a,, = 0 pour tout n. Quitte a changer s par s+ og avec oy >> 0, on suppose
lan| < 1 pour tout n. On procéde par 'absurde : si m est le plus petit entier tel que a,, # 0, on écrit

1 an,
Oiﬁ O+ Z (n/m)*

n>m+1

En multipliant par m® des deux cotés, on obtient
a‘TL
— Gy, = —_—
m Z (TL/TTL)S
n>m+1

Les m — 1 premiers termes de la série, a savoir (k‘/‘ifl) avec k =m+1,...,2m — 1, tendent clairement vers

0. La série restante peut étre majorée

an |an] m

n=2m n=2m k>2

car on a supposé |a,| < 1 pour tout n. Cette série tend vers 0 quand $(s) — oo, ce qui donne une
absurdité car on avait supposé a,, # 0.

. Démontrer que si les séries de Dirichlet correspondant & (ay), et (by,), sont convergentes, alors leur
convolution arithmétique est convergente et vérifie

axb), an bn,
ZQ an |

ns o ns ns
n>1 n=1 n=1

pour R(s) >> 0.
On a la borne

> agbua| < laal - buydl-

d|n d|n

Si o est tel que S 122l ot S 22l convergent, alors

a*bn abe
sl oy 5

n>1 n=1de=n




et la série converge donc absolument. Ainsi, pour R(s) > o, la convergence absolue permet d’intervertir
lordre de sommation et d’écrire :

2 :an j : m o 2 : anbm
ms (mn)*
n=1 m2=1 m,n>1

Z Zmn kan m

k>1

5. Démontrer qu'une série de Dirichlet formelle est inversible si, et seulement si a; # 0.

Sia; =0, alors (a*xb); = a;b; = 0. Sia; # 0, on définit explicitement U'inverse (by,),, par récurrence. On
commence par poser by = al_l. Supposons U'inverse défini jusqu’au terme n — 1, on a (a x b),, = 0 donc
arb, + Zd\n,d>1 agby/q = 0. 1l suffit alors de poser b, = —afl Zd\n,d>1 agby/q et on a par définition
fabriqué un inverse.

. Démontrer que I'inverse d’une série de Dirichlet convergente est convergent.

Indication : on pourra considérer un o >> 0 tel que ), -, % <1

On suppose pour simplifier les calculs que a; = 1, ce qui revient a multiplier tous les b, par a; (et
ne change donc pas la convergence). Pour ¢ > 0 assez grand, on a ) ., |ZZ| 1-en effet quitte a
remplacer o par oo+ o on peut supposer (a,), bornée, et on se rameéne au fait que Zn>2 —% — 0 quand

o — 0o. On va montrer avec la définition explicite de (bn) qu’on a |b,| < n? pour tout n. En effet, on a

|bn|< Z |adbn,/d|

d|n,d>1

a
<wz%

d|n,d>1

Z \ad\

d>1
<n’.

Ainsi, n=72b,, est convergente.

Exercice 9. Produits eulériens formels di
On munit 'anneau des séries de Dirichlet formelles de la distance suivante :

1

d((an)m (b")”) - mln{n 1:an # by }

1. Démontrer que d est bien une distance. On démontrera que d(f, h) < max(d(f,g),d(g,h)).

La symétrie et la séparation sont immédiates (implicitement d(f, f) = 0).
Reste a démontrer U'inégalité ultramétrique. Notons f = (an)n,9 = (bp)n,h = (cn)n. L’inégalité
d(f,h) < max(d(f,g),d(g,h)) est équivalente a

min{n > 1:a, # ¢,} > min (min{n >1:a, #b,},min{n > 1:b, # c,})
ou encore
max{n > 1:a, =cp} 2 min(max{n >1:a, =b,},max{n >1:b, =c¢,}).

Cette derniére inégalité est clairement vraie : si a; = by,...,a, = b, et by = ¢1,...,bs = ¢5 alors a; =

C1y -+ Amin(r,s) = Cmin(r,s)"

2. Démontrer que dans 'anneau des séries de Dirichlet,

k

a a
(=) [ X | =1

k>0




1 a ak ak a CLk
B ms ’ Z mks - Z mks o ms Z mbks
k>0 k>0 k>0
(Lk (Lk
=D oD ]
mns mrs
k>0 k>1

3. On fixe une suite (a,), de nombres complexes indexés sur les nombres premiers. Démontrer que

i pe
1—ayp™5 z—+oc0 ns
p<x pP n=1

ona, =]] azp(n) sin = [[p’ ™ et la convergence est entendue au sens de la distance d.

() (T T
ms mks mbks ms mks

k>0 k>0 k>0
a® a®

=D o m D=
mrs mrs

k>0 k>1

4. En déduire qu’une série de Dirichlet
ap

2

n>1
admet un produit de la forme ci-dessus si, et seulement si a,,, = a,,a, pour tous m,n.
Une suite totalement multiplicative est entiérement déterminée par ses valeurs aux nombres premiers :
sin = [[p»™, alors a, = Hazp(n). Il s’ensuit qu’'une suite dont la série de Dirichlet associée admet
une telle représentation comme produit infini est nécessairement totalement multiplicative. Réciproque-
ment, une suite totalement multiplicative admet toujours une factorisation explicitée dans la question
précédente.

5. Soit (b,r) une famille de nombres complexes indexée sur les puissances des nombres premiers, vérifiant
b1 = 1. On pose

Démontrer qu’on a convergence du produit infini

[Thin=Y"2

n=1

oub, =[] bpvp(n) sin= Hpvp(”).
De la méme fagon que la question 3, on a

b © b vp
M-y i
p<z k>0 (kp)p<az PST

bn,

nS

neSy

on a donc la méme estimation

VAN
Sl R

TIX
pks ! ns
p<Lz k>0 n>1

et le produit infini converge.



6. Démontrer qu’une série de Dirichlet formelle (b,,),, admet une représentation comme produit infini de

séries entiéres en les p~* si et seulement si b,,,,, = b,b,, pour tous n, m premiers entre eux : on dit que b
est faiblement multiplicative.
Si une série de Dirichlet admet une représentation comme produit infini de séries entiéres en les p~?,
alors le coefficient a,, s’écrit comme Hp Apyop(n) €1 la suite est faiblement multiplicative. Réciproquement,
si on considére une suite faiblement multiplicative, elle est entiérement déterminée par ses valeurs sur
les puissances des nombres premiers et le produit infini défini a la question précédente converge vers la
suite.

7. En déduire que les suites faiblement multiplicatives (ou les séries de Dirichlet associées) forment un sous-
groupe des inversibles de 'anneau des séries de Dirichlet formelles (en particulier, la convolution de deux
suites faiblement multiplicatives est encore faiblement multiplicative !). Expliciter un isomorphisme entre
ce sous-groupe et le groupe A(C)N, oit A(C) est le groupe multiplicatif des séries entiéres a coefficients

complexes de terme constant 1.
On a

H fp(s) : ng(s) = H fp(s)gp(s)

et fp(s)gp(s) est encore une série entiére en p~°. Sion écrit f,(s) comme F,(p~*) avec F), une série entiére,
alors comme le coefficient constant de Fj, est 1, F}, admet un inverse Fp’1 qui a aussi un coefficient

—s\—1 : . . i
constant de 1, et donc Hp F,(p~*)~" est un inverse de Hp fp(s), qui est donc également faiblement
multiplicatif. Notons Spm(Z) ensemble des nombres premiers, qui est en bijection avec N par n’importe
quelle énumération des nombres premiers. L’isomorphisme entre le sous-groupe des séries de Dirichlet
faiblement multiplicatives (appelons-le Dgy,) et A(C)SP™(%) est donné par

A(C)SP®) — Dy,
(Fp)p — H Fyp(p™°).
p

L’inverse de ce morphisme est explicite, il est donné par

Dey — A(@)Spm(l)

a, .
l — E a, k,Tk
ns P

n>1 k>0 ,

Remarque. On peut topologiser similairement anneau C[z] des séries entiéres, en posant |f| = c¢—ordo(f) pour
un ¢ > 1, ot ordy(f) est Vordre d’annulation de de f en zéro. On peut vérifier que d.(f,g) = |f — g| définit
une distance également, et que la topologie induite ne dépend pas de c.

L’idée derriére ces distances est de considérer que les nombres complexes ont essentiellement tous la méme
taille, et qu’en comparaison z (ou 1/n® dans le cas des séries de Dirichlet) est infinitésimalement petit, d’ou
la| =1 pour a € C* et |2z| = c71.

La topologie se comporte trés bien dans cet anneau : la multiplication et la somme sont continues, et, par
exemple, la suite des sommes partielles d’une série converge vers la série elle-méme. On peut aussi se servir de
cette topologie pour prouver des résultats par densité, par exemple ’associativité de la composition de séries
entiéres.
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